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第一部分 理论

1 Schrödinger 方程

1.1 一维无限深方势阱

V (x) =

0, 0 ≤ x ≤ a

∞, otherwise
(1)

• 势阱外，ψ(x) = 0

• 势阱内，
d2ψ

dx2 = −k2ψ where k =

√
2mE

h̄
(2)

ψ(x) = A sin kx+B cos kx (3)

边界条件

ψ(0) = ψ(a) = 0 (4)

解出

ψ(x) = A sin knx where kn =
nπ

a
, n = 1, 2, · · · (5)

En =
h̄2k2n
2m

=
n2π2h̄2

2ma2
(6)

归一化 ˆ ∞

−∞
|ψ(x)|2dx = |A|2

ˆ a

0

sin2
(nπ
a
x
)
dx = |A|2 a

2
= 1 ⇒ A =

√
2

a
(7)

ψn(x) =

√
2

a
sin
(nπ
a
x
)
, n = 1, 2, · · · (8)

* ψ1 能量最低，称为基态；其它态为激发态。

* 不同本征态相互正交 ˆ
ψ∗
m(x)ψn(x)dx = δmn (9)

* ψn(x) 是完备的，任一函数 f(x) 可由它们的线性叠加表示

f(x) =

∞∑
n=1

cnψn(x) =

√
2

a

∞∑
n=1

cn sin
(nπ
a
x
)

(10)

定系数 cn ˆ
ψ∗
m(x)f(x)dx =

∞∑
n=1

cn

ˆ
ψ∗
m(x)ψn(x)dx =

∞∑
n=1

cnδmn = cm (11)

cn =

ˆ
ψ∗
n(x)f(x)dx (12)
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一维无限深方势阱的定态

Ψn(x, t) =

√
2

a
sin
(nπ
a
x
)
exp
(
−in

2π2h̄

2ma2
t

)
(13)

一般解

Ψ(x, t) =

∞∑
n=1

cn

√
2

a
sin
(nπ
a
x
)
exp
(
−in

2π2h̄

2ma2
t

)
(14)

其中

cn =

√
2

a

ˆ a

0

sin
(nπ
a
x
)
Ψ(x, 0)dx (15)

1.2 势垒贯穿

V (x) =

0 x < 0 or x > a

V0 0 ≤ x ≤ a
(16)

xa

V0

V

− h̄2

2m

d2ψ

dx2 + V (x)ψ(x) = Eψ(x) (17)

即
d2ψ

dx2 +
2m(E − V )

h̄2
ψ = 0 (18)

令

k =

√
2mE

h̄
κ =

√
2m(E − V0)

h̄
(19)

薛定谔方程化为 d2ψ
dx2 + k2ψ = 0 x < 0 or x > a

d2ψ
dx2 + κ2ψ = 0 0 ≤ x ≤ a

(20)

• 在 x < 0 的区域内

ψ1 = Aeikx +Be−ikx (21)

• 在 0 < x < a 的区域内

ψ2 = Ceiκx +De−iκx (22)

• 在 x > a 的区域内

ψ3 = Eeikx + Fe−ikx (23)

由于在 x > a 区域中，只有透射波，没有反射波，则 F = 0，于是

ψ3 = Eeikx (24)
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根据连续性条件

ψ1(0) = ψ2(0)
d2ψ1

dx2

∣∣∣∣
x=0

=
d2ψ2

dx2

∣∣∣∣
x=0

(25)

ψ2(a) = ψ3(a)
d2ψ2

dx2

∣∣∣∣
x=a

=
d2ψ3

dx2

∣∣∣∣
x=a

(26)

有

A+B = C +D (27)

kA− kB = κC − κD (28)

Ceiκa +De−iκa = Eeika (29)

κCeiκa − κDe−iκa = Eeika (30)

解得

E =
4kκe−ika

(k + κ)
2
e−iκa − (k − κ)

2
eiκa

A (31)

B =
2i (k2 − κ2) sin (κa)

(k − κ)
2
eiκa − (k + κ)

2
e−iκa

A (32)

已知概率流密度

J⃗ =
ih̄

2m
(ψ∇ψ∗ − ψ∗∇ψ) (33)

故入射波的概率流密度为

J =
ih̄

2m

[(
Aeikx

)
∇
(
A∗e−ikx

)
−
(
A∗e−ikx

)
∇
(
Aeikx

)]
=
h̄k

m
|A|2 (34)

透射波的概率流密度为

JD =
ih̄

2m

[(
Eeikx

)
∇
(
E∗e−ikx

)
−
(
E∗e−ikx

)
∇
(
Eeikx

)]
=
h̄k

m
|E|2 (35)

反射波的概率流密度为

JR =
ih̄

2m

[(
Beikx

)
∇
(
B∗e−ikx

)
−
(
B∗e−ikx

)
∇
(
Beikx

)]
=
h̄k

m
|B|2 (36)

透射系数

D =
JD
J

=
|E|2

|A|2
=

4k2κ2

(k2 − κ2)2 sin2 κa+ 4k2κ2
(37)

反射系数

R =
JR
J

=
|B|2

|A|2
=

(k2 − κ2)2 sin2 κa

(k2 − κ2)2 sin2 κa+ 4k2κ2
(38)

1.3 谐振子

V (x) =
1

2
mω2x2 (39)

− h̄2

2m

d2ψ

dx2 +
1

2
mω2x2ψ = Eψ (40)
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1.3.1 代数法

重写 Eq.(40)
1

2m

[
p2 + (mωx)2

]
ψ = Eψ (41)

求解的基本思想是分解 Hamiltonian
H =

1

2m

[
p2 + (mωx)2

]
(42)

令

a± =
1√

2h̄mω
(∓ip+mωx) (43)

则

a−a+ =
1

h̄ω
H +

1

2
a+a− =

1

h̄ω
H − 1

2
[a−, a+] = 1 (44)

H = h̄ω

(
a±a∓ ± 1

2

)
(45)

Eq.(134) 可写为

h̄ω

(
a±a∓ ± 1

2

)
ψ = Eψ (46)

H(a+ψ) =h̄ω

(
a+a− +

1

2

)
(a+ψ) = h̄ω

(
a+a−a+ +

1

2
a+

)
ψ

=h̄ωa+

(
a−a+ +

1

2

)
ψ = h̄ωa+

(
a−a+ − 1

2
+ 1

)
ψ

=a+ (E + h̄ω)ψ = (E + h̄ω) (a+ψ)

(47)

H(a−ψ) =h̄ω

(
a−a+ − 1

2

)
(a−ψ) = h̄ω

(
a−a+a− +

1

2
a−

)
ψ

=h̄ωa−

(
a+a− − 1

2

)
ψ = h̄ωa−

(
a−a+ +

1

2
− 1

)
ψ

=a− (E − h̄ω)ψ = (E − h̄ω) (a−ψ)

(48)

我们将 a± 称为阶梯算符，可以通过它们升降能级。a+ 是升阶算符，a− 是降阶算符，只要我们得到一个解，

就可以通过它们得到其他解。设有一个最低的台阶，使得

a−ψ0 = 0 (49)

我们可以利用 Eq.(132) 确定 ψ0

1√
2h̄mω

(
h̄
d
dx +mωx

)
ψ0 = 0 (50)

即 (
h̄
d
dx +mωx

)
ψ0 = 0 (51)

ˆ dψ0

ψ0

= −mω
h̄

ˆ
xdx ⇒ ψ0 = A exp

(
−mω

2h̄
x2
)

(52)

归一化

ψ0(x) =
(mω
πh̄

) 1
4

exp
(
−mω

2h̄
x2
)

E0 =
1

2
h̄ω (53)

使用升阶算符反复作用于 ψ0，得

ψn(x) =
1√
n!
(a+)

nψ0(x) En =

(
n+

1

2

)
h̄ω (54)
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1.3.2 解析法

− h̄2

2m

d2ψ

dx2 +
1

2
mω2x2ψ = Eψ (55)

令

ξ =

√
mω

h̄
x (56)

薛定谔方程可以写为
d2ψ

dξ2 =
(
ξ2 − λ

)
ψ (57)

其中

λ =
2E

h̄ω
(58)

在 ξ2 很大，即 x2 很大的区域
d2ψ

dξ2 ≈ ξ2ψ (59)

它的解是

ψ(ξ) ∼ e−
1
2 ξ

2 (60)

受以上启发，我们将 ψ(ξ) 写为

ψ(ξ) = h(ξ)e−
1
2 ξ

2 (61)
dψ
dξ =

(
−ξh+

dh
dξ

)
e−

1
2 ξ

2 (62)

d2ψ

dξ2 =

(
−h− 2ξ

dh
dξ + ξ2h+

d2h

dξ2

)
e−

1
2 ξ

2 (63)

代入 Eq.(57)，得
d2h

dξ2 − 2ξ
dh
dξ + (λ− 1)h = 0 (64)

将 h(ξ) 展开为幂级数

h(ξ) =

∞∑
l=0

clξ
l (65)

代入 Eq.(64)
∞∑
l=2

cll(l − 1)ξl−2 − 2ξ

∞∑
l=1

cllξ
l−1 + (λ− 1)

∞∑
l=0

clξ
l = 0 (66)

逐级比较，对于 ξl 项，有

cl+2(l + 2)(l + 1)− 2cll + (λ− 1)cl = 0 (67)

得到递推关系

cl+2 =
2l − λ+ 1

(l + 1)(l + 2)
cl (68)

反复利用递推关系
c2n =

c0
(2n)!

(4n− λ+ 1) (4n− λ− 3) · · · (−λ+ 1)

=
4nc0
(2n)!

(
n− 1

4
λ+

1

4

)(
n− 1

4
λ− 3

4

)
· · ·
(
−1

4
λ+

1

4

)
=

4n

(2n)!

Γ(n− 1
4
λ+ 5

4
)

Γ(− 1
4
λ+ 1

4
)
c0

(69)
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c2n+1 =
c1

(2n+ 1)!
(4n− λ+ 3) (4n− λ− 1) · · · (−λ+ 3)

=
4nc1

(2n+ 1)!

(
n− 1

4
λ+

3

4

)(
n− 1

4
λ− 1

4

)
· · ·
(
−1

4
λ+

3

4

)
=

4n

(2n+ 1)!

Γ(n− 1
4
λ+ 7

4
)

Γ(− 1
4
λ+ 3

4
)
c1

(70)

由于波函数是有限的，故 h(ξ) 的解需要退化为多项式，因此根据 Γ 函数的性质，λ 需要满足

λ = 2n+ 1 n = 0, 1, 2, · · · (71)

即
2E

h̄ω
= 2n+ 1 ⇒ En =

(
n+

1

2

)
h̄ω (72)

当 n 为偶数时，令 c1 = 0；当 n 为奇数时，令 c0 = 0。这样可使 h(ξ) 退化为多项式 hn(ξ)，下标 n 表示多项

式的最高次幂。

h0(ξ) = c0 ψ0(ξ) = c0e
− 1

2 ξ
2 (73)

h1(ξ) = c1ξ ψ1(ξ) = c1ξe
− 1

2 ξ
2 (74)

h2(ξ) = c0
(
1− 2ξ2

)
ψ2(ξ) = c0

(
1− 2ξ2

)
e−

1
2 ξ

2 (75)

h3(ξ) = c1

(
ξ − 2

3
ξ3
)

ψ3(ξ) = c1

(
ξ − 2

3
ξ3
)
e−

1
2 ξ

2 (76)

将 ψn(ξ) 归一化，有

ψn(ξ) =
(mω
πh̄

) 1
4 1√

2nn!
Hn(ξ)e

− 1
2 ξ

2 (77)

其中 Hn(ξ) 被称为 Hermite 多项式，
Hn(ξ) = (−1)neξ

2 dn
dξn e

−ξ2 (78)

满足如下递推关系
dHn

dξ = 2nHn−1(ξ) (79)

dHn

dξ = (−1)n2ξeξ
2 dn
dξn e

−ξ2 + (−1)neξ
2 dn+1

dξn+1
e−ξ

2

= 2ξHn(ξ)−Hn+1(ξ) (80)

则

Hn+1(ξ)− 2ξHn(ξ) + 2nHn−1(ξ) = 0 (81)

它的前几项是

H0 = 1 (82)

H1 = 2ξ (83)

H2 = 4ξ2 − 2 (84)

H3 = 8ξ3 − 12ξ (85)

H4 = 16ξ4 − 48ξ2 + 12 (86)

H5 = 32ξ5 − 160ξ3 + 120ξ (87)
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1.4 自由粒子

1.5 氢原子

− h̄2

2m
∇2ψ + V ψ = Eψ (88)

1.5.1 球坐标系中的 Schrödinger 方程

∇2 =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

(
∂2

∂ϕ2

)
(89)

分离变量，令

ψ(r, θ, ϕ) = R(r)Y (θ, ϕ) (90)

− h̄2

2m

[
Y

r2
∂

∂r

(
r2
∂R

∂r

)
+

R

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂Y

∂θ

)
+

R

r2 sin2 θ

(
∂2Y

∂ϕ2

)]
+ V RY = ERY (91)

1

R

d
dr

(
r2

dR
dr

)
− 2mr2

h̄2
[V (r)− E] = l(l + 1) (92)

1

Y

[
1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂Y

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Y

∂ϕ2

]
= −l(l + 1) (93)

Φ(ϕ) = eimϕ (94)

Θ(θ) = APml (cos θ) (95)

1 (96)

1.5.2

ψnlm =

√(
2

na

)3
(n− l − 1)!

2n[(n+ l)!]3
e−

r
na

(
2r

na

)l
L2l+1
n−l−1

(
2r

na

)
Y m
l (θ, ϕ) (97)

2 量子力学中的力学量

2.1 表示力学量的算符

量子力学中的基本假定：如果算符 F̂ 表示力学量 F，那么当体系处在 F̂ 的本征态 ϕ 时，力学量 F 有确

定值，这个值就是 F̂ 在 ϕ 态的本征值。

由于所有力学量的数值都是实数，那么量子力学中表示力学量的算符都应该是厄米算符。
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2.2 动量算符和角动量算符

2.2.1 动量本征值方程

动量本征值方程为

− ih̄∇ψp = p⃗ψp (98)

方程的解为

ψp = C exp
(
i

h̄
p⃗ · r⃗

)
(99)

C 是归一化常数，为了确定 C，我们需要计算积分
ˆ
ψ∗
p′(r⃗)ψp(r⃗)dτ = |C|2

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞
exp
[
i

h̄
(px − p′x)x+

i

h̄

(
py − p′y

)
y +

i

h̄
(pz − p′z) z

]
dxdydz (100)

由于 ˆ ∞

−∞
e±ikxdx = 2πδ(k) (101)

故 ˆ ∞

−∞
exp
[
i

h̄
(px − p′x)x

]
dx = 2πh̄δ(px − p′x) (102)

ˆ
ψ∗
p′(r⃗)ψp(r⃗)dτ = |C|2 (2πh̄)3 δ(p⃗− p⃗′) (103)

则

C =
1

(2πh̄)
3
2

(104)

ψp 归一化为 δ 函数

ψp =
1

(2πh̄)
3
2

exp
(
i

h̄
p⃗ · r⃗

)
(105)

ψp 归一化为 δ 函数,，而不是归一化为 1，这是因为 r⃗ 定义在无穷区域，ψp 所属的本征值 p⃗ 可取任意值，动

量的本征值组成连续谱。

在一些具体问题中，我们往往将动量的连续本征值变为分立本征值进行计算，最后再把分立本征值变回

连续本征值。这一步骤可以通过箱归一化来实现，设立方体箱子边长为 L。

动量本征函数

ψp = C exp
(
i

h̄
p⃗ · r⃗

)
(106)

满足周期性边界条件 
ψp
(
L
2
, y, z

)
= ψp

(
−L

2
, y, z

)
ψp
(
x, L

2
, z
)
= ψp

(
x,−L

2
, z
)

ψp
(
x, y, L

2

)
= ψp

(
x, y,−L

2

) (107)

化简即

exp
(
i

h̄
pxL

)
= 1 ⇒ px =

2πh̄

L
nx nx = 0,±1,±2, · · · (108)

同理

py =
2πh̄

L
ny ny = 0,±1,±2, · · · (109)

pz =
2πh̄

L
nz nz = 0,±1,±2, · · · (110)
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故

ψp = C exp
[
i
2π

L
(nxx+ nyy + nzz)

]
(111)

归一化 ˆ
ψpψ

∗
p = |C|2

ˆ L
2

−L
2

dx
ˆ L

2

−L
2

dy
ˆ L

2

−L
2

dz = |C|2L3 = 1 (112)

故

C =
1

L
3
2

(113)

ψp =
1

L
3
2

exp
(
i

h̄
p⃗ · r⃗

)
(114)

2.2.2 角动量算符

L̂ = r̂ × p̂ = −ih̄r̂ ×∇ (115)

L̂z = −ih̄ ∂

∂φ
(116)

L̂2 = −h̄2
[

1

sin θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

]
(117)

LzYlm(θ, φ) = mh̄Ylm(θ, φ) (118)

L2Ylm(θ, φ) = l(l + 1)h̄2Ylm(θ, φ) (119)

2.3 厄米算符本征函数的正交性

⟨ψm|ψn⟩ = δmn (120)

2.4 算符与力学量的关系

任一函数可由一组本征函数展开

|ψ⟩ =
∑
n

cn |ψn⟩ (121)

两边作用 ⟨ψm|
⟨ψm|ψ⟩ =

∑
n

cn ⟨ψm|ψn⟩ = cm (122)

故

cn = ⟨ψn|ψ⟩ (123)

有

⟨ψ|ψ⟩ =
∑
m

∑
n

c∗mcn ⟨ψm|ψn⟩ =
∑
n

|cn|2 = 1 (124)

有力学量 F 在态 |ψ⟩ 中的期望值是

⟨F ⟩ = ⟨ψ|F |ψ⟩ =
∑
m

∑
n

c∗mcn ⟨ψm|F |ψn⟩ =
∑
m

∑
n

c∗mcnλn ⟨ψm|ψn⟩ =
∑
n

λn|cn|2 (125)
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2.5 不确定性关系

2.6 力学量期望值随时间的变化

有力学量 F 在态 |ψ⟩ 中的期望值是

⟨F ⟩ = ⟨ψ(x, t)|F |ψ(x, t)⟩ (126)

d⟨F ⟩
dt = ⟨∂F

∂t
⟩+
〈
∂ψ

∂t

∣∣∣∣F |ψ⟩+ ⟨ψ|F
∣∣∣∣∂ψ∂t

〉
(127)

根据 Schrödinger 方程，有
ih̄
∂

∂t
|ψ⟩ = H |ψ⟩ (128)

− ih̄
∂

∂t
⟨ψ| = ⟨ψ|H (129)

于是
d⟨F ⟩
dt =

〈
∂F

∂t

〉
+

1

ih̄
⟨ψ| (FH −HF ) |ψ⟩ =

〈
∂F

∂t

〉
+

1

ih̄
⟨[F,H]⟩ (130)
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第二部分 应用

3 定态微扰理论

3.1 非简并微扰理论

将 Hamiltonian 写成两项只和
H = H0 + λH ′ (131)

其中 H0 的本征值 E0 和本征函数 ψ0 是已知的，H ′ 是微扰。

Hψn = Enψn (132)

将 ψn 和 En 展开为 λ 的幂级数

ψn = ψ0
n + λψ1

n + λ2ψ2
n + · · · (133)

En = E0
n + λE1

n + λ2E2
n + · · · (134)

其中 E1
n 是本征值的一级修正，ψ

1
n 是本征波函数的一级修正；E

2
n 和 ψ2

n 是二级修正。将 Eq.(133)和 Eq.(134)
代入 Eq.(132)，得(

H0 + λH ′) (ψ0
n + λψ1

n + λ2ψ2
n + · · ·

)
=
(
E0
n + λE1

n + λ2E2
n + · · ·

) (
ψ0
n + λψ1

n + λ2ψ2
n + · · ·

)
(135)

整理为
H0ψ0

n + λ
(
H0ψ1

n +H ′ψ0
n

)
+ λ2

(
H0ψ2

n +H ′ψ1
n

)
+ · · ·

=E0
nψ

0
n + λ

(
E0
nψ

1
n + E1

nψ
0
n

)
+ λ2

(
E0
nψ

2
n + E1

nψ
1
n + E2

nψ
0
n

)
+ · · ·

(136)

其中零级项 (λ0) 是 trivial 的
H0ψ0

n = E0
nψ

0
n (137)

一级项 (λ1)

H0ψ1
n +H ′ψ0

n = E0
nψ

1
n + E1

nψ
0
n (138)

二级项 (λ2)

H0ψ2
n +H ′ψ1

n = E0
nψ

2
n + E1

nψ
1
n + E2

nψ
0
n (139)

我们可以看到，方程中并不含有 λ，其存在只是为了让我们更清楚地区分各级方程，因此在后面的计算中，我

们令 λ = 1。

3.1.1 一级近似理论

对于一级项 (λ1)

H0ψ1
n +H ′ψ0

n = E0
nψ

1
n + E1

nψ
0
n (140)

将 ⟨ψ0
n| 作用在方程两边，即〈

ψ0
n

∣∣H0
∣∣ψ1
n

〉
+
〈
ψ0
n

∣∣H ′
∣∣ψ0
n

〉
= E0

n

〈
ψ0
n

∣∣ψ1
n

〉
+ E1

n

〈
ψ0
n

∣∣ψ0
n

〉
(141)

则

E1
n =

〈
ψ0
n

∣∣H ′
∣∣ψ0
n

〉
(142)
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能量的一级修正是微扰项在非微扰态中的期望值。为了寻找波函数的一级修正，我们重写 Eq.(140)(
H0 − E0

n

)
ψ1
n = −

(
H ′ − E1

n

)
ψ0
n (143)

无微扰的波函数是完备的，因此任意波函数可以表示为它们的线性组合1

ψ1
n =

∑
m̸=n

cmψ
0
m (144)

将 Eq.(144) 代入 Eq.(143)，得 ∑
m̸=n

(
E0
m − E0

n

)
cmψ

0
m = −

(
H ′ − E1

n

)
ψ0
n (145)

方程两边作用 ⟨ψ0
l |，(l ̸= n)，则∑

m̸=n

(
E0
m − E0

n

)
cm
〈
ψ0
l

∣∣ψ0
m

〉
= −

〈
ψ0
l

∣∣H ′
∣∣ψ0
n

〉
+ E1

n

〈
ψ0
l

∣∣ψ0
n

〉
(146)

整理得 (
E0
l − E0

n

)
cl = −

〈
ψ0
l

∣∣H ′
∣∣ψ0
n

〉
(147)

得到

cm =
⟨ψ0

m|H ′ |ψ0
n⟩

E0
n − E0

m

(148)

故

ψ1
n =

∑
m̸=n

⟨ψ0
m|H ′ |ψ0

n⟩
E0
n − E0

m

ψ0
m (149)

在无扰动能级是非简并的情况下，上式子分母一定不为 0，然而在简并情况下，我们将会遇到很大的麻烦（分
母为 0），这一情况我们将在下一节介绍。

3.1.2 能量二级修正

回到二级项 (λ2)

H0ψ2
n +H ′ψ1

n = E0
nψ

2
n + E1

nψ
1
n + E2

nψ
0
n (150)

与前面做法类似，求内积〈
ψ0
n

∣∣H0
∣∣ψ2
n

〉
+
〈
ψ0
n

∣∣H ′
∣∣ψ1
n

〉
= E0

n

〈
ψ0
n

∣∣ψ2
n

〉
+ E1

n

〈
ψ0
n

∣∣ψ1
n

〉
+ E2

n

〈
ψ0
n

∣∣ψ0
n

〉
(151)

即

E0
n

〈
ψ0
n

∣∣ψ2
n

〉
+
〈
ψ0
n

∣∣H ′
∣∣ψ1
n

〉
= E0

n

〈
ψ0
n

∣∣ψ2
n

〉
+ E1

n

〈
ψ0
n

∣∣ψ1
n

〉
+ E2

n

〈
ψ0
n

∣∣ψ0
n

〉
(152)

E2
n =

〈
ψ0
n

∣∣H ′
∣∣ψ1
n

〉
− E1

n

〈
ψ0
n

∣∣ψ1
n

〉
(153)

其中 〈
ψ0
n

∣∣ψ1
n

〉
=
∑
m̸=n

cm
〈
ψ0
n

∣∣ψ0
m

〉
= 0 (154)

故

E2
n =

〈
ψ0
n

∣∣H ′
∣∣ψ1
n

〉
=
∑
m ̸=n

cm
〈
ψ0
n

∣∣H ′
∣∣ψ0
m

〉
=
∑
m ̸=n

⟨ψ0
m|H ′ |ψ0

n⟩ ⟨ψ0
n|H ′ |ψ0

m⟩
E0
n − E0

m

=
∑
m̸=n

| ⟨ψ0
m|H ′ |ψ0

n⟩ |2

E0
n − E0

m

(155)

1求和时不需要包括 m = n 项，因为若 ψ1
n 满足 Eq.(143)，对于任意 α，ψ1

n + αψ0
n 亦满足。
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根据我们得到的结果，有

En = E0
n +

〈
ψ0
n

∣∣H ′
∣∣ψ0
n

〉
+
∑
m ̸=n

| ⟨ψ0
m|H ′ |ψ0

n⟩ |2

E0
n − E0

m

+ · · · (156)

ψn = ψ0
n +

∑
m ̸=n

⟨ψ0
m|H ′ |ψ0

n⟩
E0
n − E0

m

ψ0
m + · · · (157)

微扰论适用的条件是级数 Eq.(156) 和 Eq.(157) 收敛，然而我们并不知道这两个级数的一般项，因此只能要求
级数的已知项远远小于前面的项，由此得到非简并定态微扰理论适用条件∣∣∣∣⟨ψ0

m|H ′ |ψ0
n⟩

E0
n − E0

m

∣∣∣∣≪ 1 (158)

3.1.3 例题

Example: 一电荷为 q 的线性谐振子受恒定弱电场 E 作用，电场沿 x 正方向。用微扰论求体系的定态能量

和波函数。

Solution: 体系的 Hamiltonian

H = − h̄2

2µ

d2

dx2 +
1

2
µω2x2 − qEx (159)

令

H0 = − h̄2

2µ

d2

dx2 +
1

2
µω2x2 H ′ = −qEx (160)

前面我们已经求解过无微扰谐振子的波函数

ψn(x) = NnHn(αx)e
− 1

2α
2x2 (161)

由于 Hn(αx) 是奇函数或偶函数，故

E1
n =

〈
ψ0
n

∣∣H ′
∣∣ψ0
n

〉
= −N2

nqE

ˆ ∞

−∞
xH2

n(αx)e
−α2x2dx = 0 (162)

因此我们需要计算二级修正

E2
n =

∑
m̸=n

| ⟨ψ0
m|H ′ |ψ0

n⟩ |2

E0
n − E0

m

(163)

首先计算微扰矩阵元 〈
ψ0
m

∣∣H ′
∣∣ψ0
n

〉
=−NmNnqE

ˆ ∞

−∞
xHm(αx)Hn(αx)e

−α2x2dx

=− NmNnqE

α2

ˆ ∞

−∞
ξHm(ξ)Hn(ξ)e

−ξ2dξ
(164)

由 Hermite 多项式的递推公式
ξHn(ξ) =

1

2
Hn+1(ξ) + nHn−1(ξ) (165)
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有 〈
ψ0
m

∣∣H ′
∣∣ψ0
n

〉
=− NmNnqE

α2

ˆ ∞

−∞

[
1

2
Hn+1(ξ) + nHn−1(ξ)

]
Hm(ξ)dξ

=− NmNnqE

α2

[
1

2

ˆ ∞

−∞
Hn+1(ξ)Hm(ξ)dξ + n

ˆ ∞

−∞
Hn−1(ξ)Hm(ξ)dξ

]
=− qE

α

[(
n+ 1

2

) 1
2
ˆ ∞

−∞
ψ0
n+1(x)ψ

0
m(x)dx+

(n
2

) 1
2

ˆ ∞

−∞
ψ0
n−1(x)ψ

0
m(x)dx

]

=− qE

(
h̄

2µω

) 1
2 [

(n+ 1)
1
2 δm,n+1 + n

1
2 δm,n−1

]
(166)

能量二级修正

E2
n =

∑
m̸=n

| ⟨ψ0
m|H ′ |ψ0

n⟩ |2

E0
n − E0

m

=
h̄q2E2

2mω

(
n+ 1

E0
n − E0

n+1

+
n

E0
n − E0

n−1

)
=
h̄q2E2

2µω

(
−n+ 1

h̄ω
+

n

h̄ω

)
= − q

2E2

2µω2

(167)

波函数的一级修正

ψ1
n =

∑
m̸=n

⟨ψ0
m|H ′ |ψ0

n⟩
E0
n − E0

m

ψ0
m

=− qE

(
h̄

2µω

) 1
2
[

(n+ 1)
1
2

E0
n − E0

n+1

ψ0
n+1 +

n
1
2

E0
n − E0

n−1

ψ0
n−1

]
=qE

(
1

2h̄µω3

) 1
2 [

(n+ 1)
1
2ψ0

n+1 − n
1
2ψ0

n−1

]
(168)

实际上，我们可以将 Hamiltonian 写为

H = − h̄2

2µ

d2

dx2 +
1

2
µω2

(
x− qE

µω2

)2

− q2E2

2µω2
(169)

由此可见，我们所讨论的体系依然是一个谐振子，它的每一个能级都比无电场时的谐振子相应能级低 q2E2

2µω2，平

衡点向右移动 qE
µω2。

3.2 简并微扰理论

3.2.1 二度简并

设

H0ψ0
a = E0ψ0

a H0ψ0
b = E0ψ0

b

〈
ψ0
a

∣∣ψ0
b

〉
= 0 (170)

这里 ψ0
a 和 ψ0

b 已归一化，ψ
0
a 和 ψ0

b 的线性组合 ψ0 仍然是 H0 的本征值

ψ0 = aψ0
a + βψ0

b (171)

求解 Schrödinger 方程
Hψ = Eψ (172)

令

H = H0 + λH ′ (173)

ψ = ψ0 + λψ1 + λ2ψ2 + · · · (174)
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E = E0 + λE1 + λ2E2 + · · · (175)

代入 Eq.(172)，有

H0ψ0 + λ
(
H ′ψ0 +H0ψ1

)
+ · · · = E0ψ0 + λ

(
E1ψ0 + E0ψ1

)
+ · · · (176)

即

H ′ψ0 +H0ψ1 = E1ψ0 + E0ψ1 (177)

将 ⟨ψ0
a| 作用于上式 〈

ψ0
a

∣∣H ′
∣∣ψ0
〉
+
〈
ψ0
a

∣∣H0
∣∣ψ1
〉
= E1

〈
ψ0
a

∣∣ψ0
〉
+ E0

〈
ψ0
a

∣∣ψ1
〉

(178)

即

α
〈
ψ0
a

∣∣H ′
∣∣ψ0
a

〉
+ β

〈
ψ0
a

∣∣H ′
∣∣ψ0
b

〉
= αE1 (179)

我们也可以写成

αH ′
aa + βH ′

ab = αE1 (180)

其中

H ′
ij =

〈
ψ0
i

∣∣H ′
∣∣ψ0
j

〉
(i, j = a, b) (181)

同样地，对于 ψ0
b 求内积可以得到

αH ′
ba + βH ′

bb = βE1 (182)

由 Eq.(180) 和 Eq.(182) 可以得到(
E1
)2 − E1(H ′

aa +H ′
bb) + (H ′

aaH
′
bb −H ′

abH
′
ba) = 0 (183)

E1
± =

1

2

[
H ′
aa +H ′

bb ±
√

(H ′
aa −H ′

bb)
2 + 4|H ′

ab|2
]

(184)

3.2.2 高度简并

前面我们讨论的是二重简并， (
H ′
aa H ′

ab

H ′
ba H ′

bb

)(
α

β

)
= E1

(
α

β

)
(185)

对于 n 度简并，我们需要找到 n× n 矩阵

H ′
ij =

〈
ψ0
i

∣∣H ′
∣∣ψ0
j

〉
(186)

的本征值。

3.3 简并微扰理论的应用：氢原子的一级 Stark 效应

Stark 效应即原子或分子在外电场作用下能级和光谱发生分裂的现象，我们接下来研究氢原子的 Stark 效
应。氢原子在外电场中的 Hamiltonian

H = H0 +H ′ (187)

其中 H0 是未加电场时氢原子体系的 Hamiltonian

H0 = − h̄2

2µ
∇2 − 1

4πε0

e2

r
(188)
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H ′ 是电子在外电场中的势能。设外电场 E⃗ 是均匀的，且方向沿 z 轴

H ′ = eE⃗ · r⃗ = eEr cos θ (189)

在前面分析氢原子时，我们已经知道了氢原子波函数 ψnlm 由 (n, l,m) 三个量子数确定

• 主量子数 n = 1, 2, 3, · · ·

• 角量子数 l = 0, 1, 2, · · · , n− 1

• 磁量子数 m = 0,±1,±2, · · · ,±l

因此，对于第 n 壳层的电子，其简并度为 n2，其能量为

En = − h̄2

2ma2
1

n2
(190)

其中 a 是玻尔半径

a =
4πε0h̄

2

me2
= 0.529× 10−10m (191)

我们考虑 n = 2 的情况，属于这个能级的电子有 4 个简并态，它们的波函数是

ϕ1 = ψ2,0,0 = R0
2(r)Y

0
0 (θ, φ) =

1

4
√
2π

(
1

a

) 3
2 (

2− r

a

)
e−

r
2a (192)

ϕ2 = ψ2,1,0 = R1
2(r)Y

0
1 (θ, φ) =

1

4
√
2π

(
1

a

) 3
2 ( r

a

)
e−

r
2a cos θ (193)

ϕ3 = ψ2,1,1 = R1
2(r)Y

1
1 (θ, φ) = − 1

8
√
π

(
1

a

) 3
2 ( r

a

)
e−

r
2a sin θeiφ (194)

ϕ4 = ψ2,1,−1 = R1
2(r)Y

−1
1 (θ, φ) =

1

8
√
π

(
1

a

) 3
2 ( r

a

)
e−

r
2a sin θe−iφ (195)

能量是

E
(0)
2 = − h̄2

8ma2
(196)

为了寻找一级能量修正值，我们需要求解久期方程。首先求出 H ′ 在各态间的矩阵元。

H ′
12 = H ′

21 = ⟨ϕ1|H ′ |ϕ2⟩ =
1

24

eE
a4

ˆ ∞

0

(
2− r

a

)
r4e−

r
adr = −3eEa (197)

由于波函数的奇偶性，其余矩阵元均为 0，
0 −3eEa 0 0

−3eEa 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0



c1

c2

c3

c4

 = E
(1)
2


c1

c2

c3

c4

 (198)

久期方程为

det


−E(1)

2 −3eEa 0 0

−3eEa −E(1)
2 0 0

0 0 −E(1)
2 0

0 0 0 −E(1)
2

 =
(
E

(1)
2

)2 [(
E

(1)
2

)2
− (3eEa)2

]
= 0 (199)
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得到

E
(1)
21 = 3eEa E

(1)
22 = −3eEa E

(1)
23 = E

(1)
24 = 0 (200)

由此可见，在外电场的作用下，原来四度简并的能级，在一级修正中将分裂为三个能级，简并被部分消除。

• 当 E
(1)
2 = E

(1)
21 = 3eEa 时，c1 = −c2，c3 = c4 = 0，故对应于能级 E

(0)
2 + 3eEa 的零级近似波函数为

ψ
(0)
21 =

1√
2
(ϕ1 − ϕ2) =

1√
2
(ψ2,0,0 − ψ2,1,0) (201)

• 当 E
(1)
2 = E

(1)
22 = −3eEa 时，c1 = c2，c3 = c4 = 0，故对应于能级 E

(0)
2 − 3eEa 的零级近似波函数为

ψ
(0)
22 =

1√
2
(ϕ1 + ϕ2) =

1√
2
(ψ2,0,0 + ψ2,1,0) (202)

• 当 E
(1)
2 = E

(1)
23 = E

(1)
24 = 0 时，c1 = c2 = 0，c3 和 c4 不同时为 0，故对应于能级 E

(0)
2 的零级近似波函数

为

ψ
(0)
23 = c3ϕ1 + c4ϕ2 = c3ψ2,1,1 + c4ψ2,1,−1 (203)

ψ
(0)
24 = c3ϕ1 + c4ϕ2 = c3ψ2,1,1 + c4ψ2,1,−1 (204)

不妨令

ψ
(0)
23 = ψ2,1,1 ψ

(0)
24 = ψ2,1,−1 (205)

3.4 变分法

H |ψn⟩ = En |ψn⟩ (206)

设体系的 Hamiltonian 的本征值按照由小到大的顺序排列

E0, E1, E2, · · · , En, · · · (207)

对应的本征函数为

ψ0, ψ1, ψ2, · · · , ψn, · · · (208)

设 {|ψn⟩} 构成一组正交归一完备基，任意波函数可由这组基展开

|ψ⟩ =
∑
n

cn |ψn⟩ (209)

其中

cn = ⟨ψn|ψ⟩ (210)

由于波函数 |ψ⟩ 是归一化的，我们可以得到

1 = ⟨ψ|ψ⟩ =
∑
n,m

c∗mcn ⟨ψm|ψn⟩ =
∑
n

|cn|2 (211)

故能量期望值

⟨E⟩ = ⟨ψ|H |ψ⟩ =
∑
n

En|cn|2 ≥ E0

∑
n

|cn|2 = E0 (212)
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波函数对应的能量期望值总是大于或等于体系的基态能量，因此我们可以选择若干个波函数 |ψ⟩，并计算出其
对应的能量期望值，其中的最小值最接近基态能量 E0。

选择含一个或一组参数的归一化试探波函数 |ψ(λ)⟩

⟨E(λ)⟩ = ⟨ψ(λ)|H |ψ(λ)⟩ (213)

寻找 E(λ) 的最小值 E(λ0)

d⟨E(λ)⟩
dλ

∣∣∣∣
λ=λ0

= 0
d2⟨E(λ)⟩

dλ2

∣∣∣∣
λ=λ0

> 0 (214)

则基态能量 E0 ≈ E(λ0)。

3.4.1 例子：一维谐振子

H =
p2

2m
+

1

2
mω2x2 (215)

选取试探波函数

ψ(x) = ce−λx
2

=

(
2λ

π

) 1
4

e−λx
2 (216)

⟨E(λ)⟩ =
(
2λ

π

) 1
2
ˆ ∞

−∞
e−λx

2

(
− h̄2

2m

d2

dx2 +
1

2
mω2x2

)
e−λx

2dx

=

(
2λ

π

) 1
2
ˆ ∞

−∞

[
h̄2

m
λ+

(
1

2
mω2 − 2h̄2

m
λ2

)
x2
]
e−2λx2dx

=
h̄2

2m
λ+

mω2

8λ

(217)

d⟨E(λ)⟩
dλ =

h̄2

2m
− mω2

8λ2
= 0 (218)

λ =
mω

2h̄
(219)

E0 = E(λ) =
1

2
h̄ω (220)

ψ(x) =
(mω
πh̄

) 1
4

exp
(
−mω

2h̄
x2
)

(221)

3.5 基态 He 原子

r⃗1 r⃗2

Ze

1 2
−e −e

H = − h̄2

2m

(
∇2

1 +∇2
2

)
− e2

4πε0

(
Z

r1
+
Z

r2
− 1

|r⃗1 − r⃗2|

)
(222)
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以下，我们的问题是求解 He 原子基态能量 Egs，在实验中我们测得的值为

Egs = −78.975 eV (223)

这个值是〸分精确的，因此我们可以用实验测得值反过来检验理论的精确度。

Schrödinger 方程
H(r⃗1, r⃗2)Ψ(r⃗1, σ1; r⃗2, σ2) = EΨ(r⃗1, σ1; r⃗2, σ2) (224)

波函数分为空间部分和自旋部分

Ψ(r⃗1, σ1; r⃗2, σ2) = ψ(r⃗1, r⃗2)χ(σ1, σ2) =

ψ(r⃗1, r⃗2)χs(σ1, σ2) (singlet 单态)

ψ(r⃗1, r⃗2)χt(σ1, σ2) (triplet 三重态)
(225)

我们感兴趣的是 He 原子的基态。He 原子基态的两个电子是自旋单态，自旋部分反对称，空间部分对称，故
Schrödinger 方程化为

H(r⃗1, r⃗2)ψ(r⃗1, r⃗2) = Eψ(r⃗1, r⃗2) (226)

基态 He 原子问题没有精确解的原因来源于它的电子相互作用项

Vee =
e2

4πε0

1

|r⃗1 − r⃗2|
(227)

因而我们可以将 Hamiltonian 分为两部分
H = H0 + Vee (228)

其中 H0 可精确求解，其基态本征能量为 E0

H0 = − h̄2

2m

(
∇2

1 +∇2
2

)
− e2

4πε0

(
Z

r1
+
Z

r2

)
(229)

3.5.1 微扰论求解基态 He 原子

H0ψ
0
0(r⃗1, r⃗2) = E0

0ψ
0(r⃗1, r⃗2) (230)

ψ0
0(r⃗1, r⃗2) = ψ100(r⃗1)ψ100(r⃗2) (231)

满足

− h̄2

2m
∇2ψ100(r⃗) = ε0ψ100(r⃗) (232)

在氢原子的求解中，我们已经得到

ε0 = − h̄2

2ma2
Z2

n2

∣∣∣∣
n=1

= − h̄2

2ma2
Z2 (233)

ψ100 =
1√
π

(
Z

a

) 3
2

e−
Zr
a (234)

于是

E0
0 = 2ε0 = − h̄2

ma2
Z2 (235)

ψ0
0 =

1

π

(
Z

a

)3

e−
Z
a (r1+r2) (236)
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计算一级微扰 E1
0

E1
0 =

〈
ψ0
0

∣∣Vee
∣∣ψ0

0

〉
=

ˆ
dr⃗1dr⃗2

(
ψ0
0

)†
Veeψ

0
0

=
e2

4πε0

(
Z3

πa3

)2 ˆ
dr⃗1dr⃗2

exp
[
− 2Z

a
(r1 + r2)

]
|r⃗1 − r⃗2|

=
e2

4πε0

5Z

8a

(237)

计算二级微扰 E2
0

E2
0 =

∑
n ̸=0

|⟨n|Vee |0⟩|2

E0
0 − E0

n

(238)

从形式上我们可以感觉到它的求解〸分复杂。

E0 = E0
0 + E1

0 + · · · ≈ − h̄2

ma2
Z2 +

e2

4πε0

5Z

8a
(239)

3.5.2 变分法求解基态 He 原子

选取试探波函数没有固定可循的法则，通常是靠物理直觉去猜测。若体系 Hamiltonian 可分为 H0 和 H ′

两部分，H0 的本征函数有解析解，则我们可以借助该解析解的形式选取试探波函数。对于基态 He 原子

H = H0 +H ′ (240)

其中

H0 = − h̄2

2m

(
∇2

1 +∇2
2

)
− e2

4πε0

(
Z

r1
+
Z

r2

)
(241)

H ′ =
e2

4πε0

1

|r⃗1 − r⃗2|
(242)

H0 精确可解，其基态本征波函数是

ψ0 =
1

π

(
Z

a

)3

e−
Z
a (r1+r2) (243)

根据 ψ0 的形式，我们选取试探波函数

ψ(r⃗1, r⃗2, λ) =
λ3

π
e−λ(r1+r2) (244)

将试探波函数写成分离变量的形式

ψ(r⃗1, r⃗2, λ) = ϕ(r⃗1)ϕ(r⃗2) = (245)

ϕ(r⃗) =

√
λ3

π
e−λr (246)

ϕ(r) 是类氢离子的波函数，满足以下方程(
− h̄2

2m
∇2 − e2

4πε0

λ

r

)
ϕ(r⃗) = − h̄2λ2

2ma2
ϕ(r⃗) (247)
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计算能量期望值

⟨E⟩ = ⟨ψ|H |ψ⟩

=

ˆ
dr⃗1dr⃗2ψ†

[
− h̄2

2m

(
∇2

1 +∇2
2

)
− e2

4πε0

(
Z

r1
+
Z

r2
− 1

|r⃗1 − r⃗2|

)]
ψ

=

ˆ
dr⃗1dr⃗2ϕ†(r⃗1)ϕ

†(r⃗2)

[(
− h̄2

2m
∇2

1 −
e2

4πε0

Z

r1
− h̄2

2m
∇2

2 −
e2

4πε0

Z

r2

)
+

e2

4πε0

1

|r⃗1 − r⃗2|

]
ϕ(r⃗1)ϕ(r⃗2)

=

ˆ
dr⃗1dr⃗2ϕ†(r⃗1)ϕ

†(r⃗2)

[(
− h̄2

2m
∇2

1 −
e2

4πε0

λ

r1

)
+

(
− h̄2

2m
∇2 − e2

4πε0

Z

r

)

+
e2

4πε0

λ− Z

r1
+

e2

4πε0

λ− Z

r2
+

e2

4πε0

1

|r⃗1 − r⃗2|

]
ϕ(r⃗1)ϕ(r⃗2)

=

(
λ3

π

)2 ˆ
dr⃗1dr⃗2

(
− h̄

2λ2

ma2
+

e2

4πε0

λ− Z

r1
+

e2

4πε0

λ− Z

r2
+

e2

4πε0

1

|r⃗1 − r⃗2|

)
e−2λ(r1+r2)

=− h̄2

ma2
λ2 + 2 · e2

4πε0

λ

a
(λ− Z) +

e2

4πε0

5λ

8a

=

(
− h̄2

ma2
+

e2

4πε0

2

a

)
λ2 +

e2

4πε0

(
−2Z

a
+

5

8a

)
λ

(248)

d⟨E⟩
dλ = 2

(
− h̄2

ma2
+

e2

4πε0

2

a

)
λ+

e2

4πε0

(
−2Z

a
+

5

8a

)
= 0 (249)

解得

λ0 = −
e2

4πε0

(
− 2Z

a
+ 5

8a

)
2
(
− h̄2

ma2
+ e2

4πε0

2
a

) (250)

Egs ≈⟨E(λ0)⟩ =
(
− h̄2

ma2
+

e2

4πε0

2

a

)[ e2

4πε0

(
− 2Z

a
+ 5

8a

)
2
(
− h̄2

ma2
+ e2

4πε0

2
a

)]2 − e2

4πε0

(
−2Z

a
+

5

8a

) e2

4πε0

(
− 2Z

a
+ 5

8a

)
2
(
− h̄2

ma2
+ e2

4πε0

2
a

)
=

(
e2

4πε2

)2
1(

− h̄2

ma2
+ e2

4πε0

2
a

) [1
4

(
−2Z

a
+

5

8a

)2

− 1

2

(
−2Z

a
+

5

8a

)2
]

=

(
e2

4πε2

)2
1(

h̄2

m
− e2

4πε0
2a
) (Z2 − 5

8
Z +

25

256

)
(251)

3.6 含时微扰

H(t) = H0 +H ′(t) (252)

ih̄
∂

∂t
|Ψ⟩ = H(t) |Ψ⟩ (253)

设 H0 的本征态 |ϕn⟩ 已知，有
H0 |ϕn⟩ = ϵn |ϕn⟩ (254)

将 Ψ 按 H0 的定态波函数 Φn = ϕne
−iεnt/h̄ 展开

|Ψ⟩ =
∑
n

an(t) |Φn⟩ (255)
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代入 Eq.(253)，得

ih̄
∑
n

dan(t)
∂t

|Φn⟩+ ih̄
∑
n

an(t)
∂ |Φn⟩
∂t

=
∑
n

an(t)H0 |Φn⟩+
∑
n

an(t)H
′ |Φn⟩ (256)

即

ih̄
∑
n

dan(t)
∂t

|Φn⟩ =
∑
n

an(t)H
′ |Φn⟩ (257)

将 ⟨Ψn| 作用在方程两边，得

ih̄
∑
n

dan(t)
∂t

⟨Φm|Φn⟩ =
∑
n

an(t) ⟨Φm|H ′ |Φn⟩ (258)

ih̄
dam(t)
∂t

=
∑
n

an(t)H
′
mn(t) exp

[
i(ϵm − ϵn)t

h̄

]
(259)

令 H ′ = λH1，将 an(t) 展开成 λ 的幂级数

an(t) = a0n + λa1n(t) + · · · (260)

代入 Eq.(259)，得

ih̄

[
da0m
dt + λ

da1m(t)
dt + · · ·

]
=
∑
n

[
a0n + λa1n(t) + · · ·

]
λH1

mn(t) exp
[
i(ϵm − ϵn)t

h̄

]
(261)

比较 λ 同级项系数
da0m
dt = 0 (262)

ih̄λ
da1m
dt =

∑
n

a0nλH
1
mn(t) exp

[
i(ϵm − ϵnt)

h̄

]
=
∑
n

a0nH
′
mn(t) exp

[
i(ϵm − ϵn)t

h̄

]
(263)

a0m 不随时间改变，由不存在微扰时体系所处得初始状态决定。设体系在 t = 0 时引入微扰，此时体系处于 H0

的第 k 个本征态 Φk，根据 Eq.(255),，得
a0n(0) = δnk (264)

于是

ih̄
da1m
dt =

∑
n

a0nH
′
mn(t) exp

[
i(ϵm − ϵnt)

h̄

]
= H ′

mk(t) exp
[
i(ϵm − ϵkt)

h̄

]
(265)

得到 Eq.(259) 的一级近似解

a1m =
1

ih̄

ˆ t

0

H ′
mk(t

′) exp
[
i(ϵm − ϵk)t

′

h̄

]
dt′ (266)

体系在微扰作用下由初态 Φk 跃迁到终态 Φm 的概率为

Pk→m = |a1m(t)|2 (267)

3.7 跃迁概率

3.7.1 H ′ 在 0 ≤ t ≤ t1 不为 0 但与时间无关

3.7.2 H ′(t) 从 t = 0 开始作用于体系
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4 散射

4.1 碰撞过程散射截面

4.2 中心力场中的弹性散射（分波法）

4.3 方形势阱与势垒所产生的散射

4.4 Born 近似

4.5 质心系与实验室坐标系
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5 自旋与全同粒子

5.1 电子自旋

1925 年，Uhlenbeck 和 Goudsmit 提出了电子自旋假设：

(1) 每个电子具有自旋角动量 S⃗，它在空间任何方向上的投影只能取两个数值

Sz = ± h̄
2

(268)

(2) 每个电子具有自旋磁矩 M⃗s，它和自旋角动量 S⃗ 的关系是

M⃗s = − e

µ
S⃗ (269)

M⃗s 在空间任意方向上的投影只能取两个数值

Msz = ± eh̄
2µ

= ±MB (270)

其中 MB 是 Bohr 磁子。电子自旋回转磁比率
Msz

Sz
= − e

µ
(271)

电子轨道运动回转磁比率
MLz

Lz
= − e

2µ
(272)

5.2 电子的自旋算符和自旋函数

自旋角动量算符用 Ŝ 表示，Ŝ 满足对易关系

Ŝ × Ŝ = ih̄Ŝ (273)

或用分量表示为

[Sx, Sy] = ih̄Sz [Sy, Sz] = ih̄Sx [Sz, Sx] = ih̄Sy (274)

为简单起见，引入 Pauli 算符 σ̂，它与 Ŝ 的关系是

Ŝ =
h̄

2
σ̂ (275)

σ̂ 也同样满足对易关系

σ̂ × σ̂ = 2iσ̂ (276)

分量形式

[σx, σy] = 2iσz [σy, σz] = 2iσx [σz, σx] = 2iσy (277)

考虑电子的自旋，电子波函数应写成

Ψ = Ψ(x, y, z, sz, t) (278)

由于 sz 只有两个数值 ±h̄/2，因此波函数可以写成两个分量

Ψ1(x, y, z, t) = Ψ

(
x, y, z,

h̄

2
, t

)
(279)
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Ψ2(x, y, z, t) = Ψ

(
x, y, z,− h̄

2
, t

)
(280)

将 Ψ 的两个分量排成矩阵的形式

Ψ =

(
Ψ1(x, y, z, t)

Ψ2(x, y, z, t)

)
(281)

令

Ψ 1
2
=

(
Ψ1

0

)
Ψ− 1

2
=

(
0

Ψ2

)
(282)

设

σz =

(
a b

c d

)
(283)

由于

σzΨ 1
2
= Ψ 1

2
(284)

σzΨ− 1
2
= −Ψ− 1

2
(285)

我们将其写为矩阵形式 (
a b

c d

)(
1

0

)
=

(
1

0

) (
a b

c d

)(
0

1

)
= −

(
0

1

)
(286)

解得 a = 1，b = c = 0，d = −1，于是

σz =

(
1 0

0 1

)
(287)

同理可得到 σx 和 σy。Pauli 矩阵为

σ̂x =

(
0 1

1 0

)
σ̂y =

(
0 −i
i 0

)
σ̂z =

(
1 0

0 −1

)
(288)

Pauli 算符 σ̂ 的性质

(1) σ̂†
j = σ̂j，σ̂2

j = 1

(2) 满足的对易关系 σ̂ × σ̂ = 2iσ̂

[σ̂x, σ̂y] = 2iσ̂z [σ̂y, σ̂z] = 2iσ̂x [σ̂z, σ̂x] = 2iσ̂y (289)

(3) 满足的反对易关系

σ̂xσ̂y + σ̂yσ̂x = 0 σ̂yσ̂z + σ̂zσ̂y = 0 σ̂zσ̂x + σ̂xσ̂z = 0 (290)

将 Ψ 进写成矩阵形式后，需要对其进行归一化，必须同时对自旋求和及对空间坐标积分
ˆ

Ψ†Ψdτ =

ˆ (
Ψ∗

1 Ψ∗
2

)(Ψ1

Ψ2

)
dτ =

ˆ (
|Ψ1|2 + |Ψ2|2

)
dτ (291)

电子的自旋不影响轨道运动，我们将 Ψ 写成如下形式

Ψ(x, y, z, sz, t) = Ψ(x, y, z, t)χ(sz) (292)

自旋函数 χ(sz)

χ 1
2
=

(
1

0

)
χ− 1

2
=

(
0

1

)
(293)
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5.3 简单塞曼效应

• 无外场 → 无自旋假设 → 粗结构

• 无外场 → 考虑自旋轨道耦合 → 精细结构

• 弱磁场 → 考虑自旋轨道耦合 → 反常塞曼效应

• 强磁场 → 考虑自旋，忽略自旋轨道耦合 → 正常塞曼效应

考虑氢原子处于沿 z 方向的外磁场 B⃗，电子磁矩在外磁场中的能量

HeB = −
(
M⃗L + M⃗S

)
· B⃗ =

eB

2µ
Lz +

eB

µ
Sz =

eB

2µ
(Lz + 2Sz) (294)

电子轨道——自旋相互作用能量

Hls = ξ(r⃗)L⃗ · S⃗ (295)

若磁场足够强 (HeB ≫ Hls)，此时外磁场引起谱线分裂的现象就称作简单 (正常) 塞曼效应。忽略自旋轨道耦
合带来的影响，氢原子处在 z 方向强外磁场时的 Hamiltonian 为

H = H0 +HeB = H0 +
eB

2µ
(Lz + 2Sz) (296)

由于

H0ψnlml
(r⃗) = Enlψnlml

(r⃗) (297)

Lzψnlml
(r⃗) = mlh̄ψnlml

(r⃗) (298)

Szχms
(sz) = msh̄χms

(sz) (299)

有

Hψnlmlms
= Enlmlms

ψnlmlms
(300)

Enlmlms
= Enl +

eBh̄

2µ
(ml + 2ms) (301)

其中主量子数 n = 1, 2, · · ·，角量子数 l = 0, 1, · · · , n − 1，轨道磁量子数 ml = 0,±1, · · · ,±l，自旋磁量子数
ms = ± 1

2
。

5.4 两个角动量的耦合

角动量算符 Ĵ 满足

Ĵ × Ĵ = ih̄Ĵ (302)

分量形式

[Jx, Jy] = ih̄Jz [Jy, Jz] = ih̄Jx [Jz, Jx] = ih̄Jy (303)

定义总角动量平方算符

J2 = Ĵ · Ĵ = J2
x + J2

y + J2
z (304)

角动量算符具有如下一般性质

[J2, Jk] = 0 k = x, y, z (305)

于是有

[J2, Jz] = 0 (306)
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用 |j,m⟩ 表示 J2 和 Jz 的共同本征基矢，由这些基矢构成的表象称为 (J2, Jz) 表象。

J2 |j,m⟩ = j(j + 1)h̄2 |j,m⟩ (307)

Jz |j,m⟩ = mh̄ |j,m⟩ (308)

对于两个独立角动量，有

[J1, J2] = 0 (309)

和为

J⃗ = J⃗1 + J⃗2 (310)

分析表明，两个独立角动量耦合时，只有两套角动量算符两两对易

• J2
1，J

2
2，J

2，Jz 两两对易，这四个算符构成完全集的共同本征矢集 |j1, j2, j,m⟩

[J2, J2
1 ] = [J2, J2

2 ] = [J2, Jz] = [J2
1 , Jz] = [J2

2 , Jz] = [J2
1 , J

2
2 ] = 0 (311)

耦合表象

J2
1 |j1, j2, j,m⟩ = j1(j1 + 1)h̄2 |j1, j2, j,m⟩ (312)

J2
2 |j1, j2, j,m⟩ = j2(j2 + 1)h̄2 |j1, j2, j,m⟩ (313)

J2 |j1, j2, j,m⟩ = j(j + 1)h̄2 |j1, j2, j,m⟩ (314)

Jz |j1, j2, j,m⟩ = mh̄ |j1, j2, j,m⟩ (315)

• J2
1，J1z，J

2
2，J2z 两两对易，这四个算符构成完全集的共同本征矢集 |j1,m1, j2,m2⟩

[J2
1 , J1z] = [J2

1 , J2z] = [J2
2 , J1z] = [J2

2 , J2z] = [J1z, J2z] = [J2
1 , J

2
2 ] = 0 (316)

无耦合表象

J2
1 |j1,m1, j2,m2⟩ = j1(j1 + 1)h̄2 |j1,m1, j2,m2⟩ (317)

J1z |j1,m1, j2,m2⟩ = m1h̄ |j1,m1, j2,m2⟩ (318)

J2
2 |j1,m1, j2,m2⟩ = j2(j2 + 1)h̄2 |j1,m1, j2,m2⟩ (319)

J2z |j1,m1, j2,m2⟩ = m2h̄ |j1,m1, j2,m2⟩ (320)

二者联系

|j1, j2, j,m⟩ =
∑
m1,m2

|j1,m1, j2,m2⟩ ⟨j1,m1, j2,m2|j1, j2, j,m⟩ (321)

式中系数 ⟨j1,m1, j2,m2|j1, j2, j,m⟩ 被称为矢量耦合系数或 Clebsch-Gordon 系数。由于 Jz = J1z + J2z，故

m = m1 +m2，上式可写成

|j1, j2, j,m⟩ =
∑
m1

|j1,m1, j2,m−m1⟩ ⟨j1,m1, j2,m−m1|j1, j2, j,m⟩ (322)

当 j1 和 j2 给定时，j 可能取的值为

j = j1 + j2, j1 + j2 − 1, · · · , |j1 − j2| (323)



5 自旋与全同粒子 30

5.5 光谱的精细结构

电子自旋轨道耦合的相互作用能量为

H ′ =
1

2µ2c2
1

r

dV
dr = ξ(r)L⃗ · S⃗ (324)

可以通过简并微扰论求解方程

(H0 +H ′)ψ = Eψ (325)

选用耦合表象，令

ψ =
∑
ljm

cljmψnljm (326)

矩阵元
H ′
l′j′m′,ljm = ⟨n, l′, j′,m′|H ′ |n, l, j,m⟩

=

ˆ ∞

0

R2
nl(r)ξ(r)r

2dr ⟨l′, j′,m′| L⃗ · S⃗ |l, j,m⟩

=

ˆ ∞

0

R2
nl(r)ξ(r)r

2dr ⟨l′, j′,m′| 1
2

(
J2 − L2 − 3

4
h̄2
)
|l, j,m⟩

=
h̄2

2

[
j(j + 1)− l(l + 1)− 3

4

]
δl′lδj′jδm′m

ˆ ∞

0

R2
nl(r)ξ(r)r

2dr

(327)

令

ψ′
nlj =

h̄2

2

[
j(j + 1)− l(l + 1)− 3

4

] ˆ ∞

0

R2
nl(r)ξ(r)r

2dr (328)

能量一级修正

E
(1)
nlj =

h̄2

2

[
j(j + 1)− l(l + 1)− 3

4

]ˆ ∞

0

R2
nl(r)ξ(r)r

2dr (329)

5.6 全同粒子

• 全同波色子 (自旋为整数的粒子) 系统由对称波函数描述。它们遵从 Bose-Einstein 统计。

ΦSn1,··· ,nN
(q1, · · · , qN ) = C

∑
P

Pϕn1
(q1)ϕn2

(q2) · · ·ϕnN
(qN ) (330)

• 全同费米子 (自旋为半整数的粒子) 系统由反对称波函数描述。它们遵从 Fermi-Dirac 统计。

ΦAn1,··· ,nN
(q1, · · · , qN ) =

1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕn1

(q1) ϕn2
(q1) · · · ϕnN

(q1)

ϕn1
(q2) ϕn2

(q2) · · · ϕnN
(q2)

...
... . . . ...

ϕn1
(qN ) ϕn2

(qN ) · · · ϕnN
(qN )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(331)

当自旋与轨道相互作用可以忽略时，体系波函数可以写为

Φ(q1, · · · , qN , t) = ϕ(r⃗1, · · · , r⃗N , t)χ(s1, · · · , sN ) (332)
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6 散射

6.1 散射过程的描述

6.1.1 实验测量的描述

微分散射截面

σ(θ, ϕ) =
dn
FidΩ

=
Fibdϕdb

Fi sin θdθdϕ
=

b

sin θ

∣∣∣∣dbdθ
∣∣∣∣ (333)

总散射截面

σtot =

ˆ
σ(θ, φ)dΩ =

ˆ 2π

0

dϕ
ˆ π

0

sin θdθσ(θ, ϕ) (334)

6.1.2 理论计算的描述

完整的波函数满足 Schrödinger 方程

− h̄2

2m
∇2ψ + U(r⃗)ψ = Eψ (335)

和无穷远边界条件

ψ = ψin + ψout = eikz + f(θ, ϕ)
eikr

r
(336)

6.1.3 理论与实验的联系

J⃗in(r⃗) =
h̄

m
∇(kz) =

h̄k

m
êk = vêk (337)

J⃗r(r⃗) =
h̄|f(θ, ϕ)|2

mr2
∇(kz) =

h̄k|f(θ, ϕ)|2

mr2
êr =

v|f(θ, ϕ)|2

r2
êr (338)

6.2 分波法

∇2ψ +
[
k2 − V (r)

]
ψ = 0 (339)

ψ(r, θ) =
∑
l

Rl(r)Pl(cos θ) (340)

通常称 l = 0, 1, 2, · · · 的分波分别为 s, p, d, · · · 分波。

ψ(r, θ)
r→∞−→

∑
l=0

Al
kr

sin
(
kr − 1

2
lπ + δl

)
Pl(cos θ) (341)

6.3 Born 近似

如果入射粒子的能量很高，远远大于与散射中心的势能，这时可用微扰方法来计算。取入射波

ψin = eikz = eik⃗·r⃗ (342)

为无扰动波函数，出射波 ψout 为一级修正，在弹性散射时有

ψout(r⃗) = − 1

4π

ˆ
V

eikR

R
V (r⃗′)ψin(r⃗

′)dV ′ (343)
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